Экстремум функции двух переменных

Локальный экстремум
       Рассматривается функция  [image: image1.wmf]()
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  определенная на множестве [image: image2.wmf]n
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Определение 1. Точка  [image: image3.wmf]o

xD

Î

 называется точкой локального экстремума, если:      [image: image4.wmf]0()()()(max)()()()(min).

oooo

xUxFxFx

либоxUxFxFx

dd

d

$>"ÎÞ£"ÎÞ³


Из определения следует, что приращение функции [image: image5.wmf]()()
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 не меняет знак в окрестности точки экстремума: если [image: image6.wmf]0
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 в т.хо максимум, если [image: image7.wmf]0
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 минимум.

Теорема 1 (Необходимое условие локального экстремума). Пусть функция  u = F(x)  имеет в т. хо  локальный экстремум. Если у нее в этой точке существуют частные производные, то они равны нулю.

{  Зафиксируем все переменные кроме  х1  в т. хо : [image: image8.wmf],2.
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По Т. Ферма  [image: image10.wmf]1
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Для остальных переменных – аналогично }

Определение 2. Точка, в которой все частные производные равны нулю, называется стационарной.

Замечание 1. Функция, дифференцируемая в стационарной точке, имеет в ней дифференциал равный нулю: [image: image11.wmf]1
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. Верно и обратное утверждение:

из равенства нулю дифференциала в некоторой точке следует стационарность этой точки.

Для доказательства достаточно взять все приращения аргументов кроме одного равными нулю. Тогда из формулы для дифференциала сразу следует равенство нулю соответствующей частной производной.

Замечание 2. Условия  Т.1 не являются достаточными: u = xy , т. О(0,0).

Теорема 2 (Достаточное условие локального экстремума). Пусть функция  u(x) дважды дифференцируема в стационарной точке. Если 2 – ой дифференциал в этой точке есть знакопостоянная квадратичная форма от дифференциалов независимых переменных, то функция в ней имеет экстремум: максимум, если  [image: image12.wmf]2
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  и  минимум, если [image: image13.wmf]2
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{Приращение функции в т. хо по формуле Тейлора (§8) равно:

[image: image14.wmf]22
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 В достаточно малой окрестности знак приращения совпадает со знаком  второго дифференциала функции  u. В свою очередь,  знакопостоянство квадратичной формы определяется его матрицей, т.е. матрицей Гессе (§4) и не меняется внутри окрестности стационарной точки в силу теоремы об устойчивости знака , что и доказывает теорему}

Наибольшее и наименьшее значения функции в ограниченной замкнутой области
  Алгоритм поиска наибольшего и наименьшего значений функции в ограниченной замкнутой области сводится к решению трех задач:

1. Определение стационарных точек внутри области.

2. Определение стационарных точек на границе области.

3. Выбор наибольшего и наименьшего значений функции в этих точках.

Рассмотрим поставленную задачу на примере функции двух переменных. Требуется найти наибольшее и наименьшее значения функции  z = f(x,y), определенную замкнутой области

 [image: image15.wmf]D

 с границей   [image: image16.wmf]()
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1) Решаем систему  [image: image17.wmf]0
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2) Решаем уравнение [image: image18.wmf](,())0,((),())0;
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3) Выбираем наибольшее и наименьшее значений функции в полученных точках.

Пример. z = x2y; γ: x2 + y2 = 1.
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(нестрогий экстремум)
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            [image: image21.wmf]maxmin
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Условный экстремум ФНП.

  Найдем экстремум функции  [image: image22.wmf]1
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 при наличии дополнительных условий:

           [image: image23.wmf]11
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(обычно эти условия называют уравнениями связи; в экономике функцию  и  называют      целевой, а уравнения связи − ограничениями).

Замечание. Очевидно, задачи условного экстремума и нахождения наибольшего и наименьшего значений в ограниченной замкнутой области (§15) тесно связаны.

Определение 1. Точка  хо, удовлетворяющая уравнениям связи, называется точкой      локального  условного (относительного) экстремума, если [image: image24.wmf]0
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такое, что для  [image: image25.wmf]()
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, являющегося  решением уравнений связи, выполняется неравенство  [image: image26.wmf]()()(()()).
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Геометрическую интерпретацию легко видеть на примере функции двух переменных.

Пусть [image: image27.wmf](,);(,)0.
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 Целевая функция задает поверхность в пространстве, а уравнение связи − цилиндр с направляющей φ(х ,у) = 0 и образующей параллельной оси ОZ.

Их пересечение – линия в пространстве, на которой нужно  найти  точки с локально  экстремальными аппликатами. 

Как и в случае обычного экстремума, необходимым условием является равенство нулю первого дифференциала функции  и . Точки, удовлетворяющие этому условию и уравнениям связи, также будем называть стационарными. 

Вообще говоря, из написанных условий следует, что  m  переменных являются  функциями остальных  n − m  переменных. Если решить данную систему уравнений и подставить полученные решения в исходную функцию, то получится задача безусловного экстремума для функции от   n − m   оставшихся переменных. При этом  функцию  u  удобно записывать в виде [image: image28.wmf]11
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, где [image: image29.wmf]11
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− решения уравнений связи (будем предполагать, что выполнены все условия теоремы  существования и дифференцируемости системы функций, заданных неявно).

Возможны различные подходы к решению исходной задачи. Самый непосредственный, т.е.

решение системы ограничений относительно  yk  в общем виде и подстановка этих решений в целевую функцию, удается только в очень простых частных случаях, например, при малых значениях  m  (т = 1,2) и линейных ограничениях.

Пример. u = xyz2 ; x + y + z −2 = 0. x = 2 −y − z; u = 2yz2 − y2 z2 − yz3 .
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Стационарные точки функции u = u(х,y,z):[image: image31.wmf]123

(2,,0),(0,0,2),(0.5,0.5,1).
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Проверим достаточные условия: [image: image32.wmf]222

2;443;426.
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Р1: [image: image33.wmf]22
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 −  локального экстремума нет (функция  и  имеет наибольшие или наименьшие значения на определенных участках прямой: z = 0,  x + y = 2, т.е. нестрогий экстремум).

Р2 : [image: image34.wmf]22
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Квадратичная форма знакопеременная − экстремума нет. 

Р3 : [image: image35.wmf]222
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. Матрица квадратичной формы:

[image: image36.wmf]12
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форма знакоотрицательная  − в т. Р3 максимум.

   Более конструктивным является метод, основанный на следующем алгоритме: подставим гипотетические решения  yj  в уравнения связи и продифференцируем получившиеся тождества. В результате получим из  m  линейных уравнений относительно [image: image37.wmf]1
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Теперь можно выразить из этой системы  dyj  через dxk  и подставить в выражение для полного дифференциала целевой функции  du . Приравняв нулю коэффициенты при  dxj, получим (вместе с условиями связи) систему уравнений для определения стационарных точек. Рассмотрим этот метод на последнем примере.
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Т.е. получаем ту же систему уравнений, что и в первом методе.  

 Самым удобным методом решения поставленной задачи является метод Лагранжа.

