Возрастание, убывание функции. Экстремум функции.
Возрастание и убывание функции

Дадим некоторые определения.

Определение. Если функция 
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 такова, что большему значению аргумента 
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 соответствует большее значение функции, то функция 
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 называется возрастающей. Аналогичным образом определяется убывающая функция.

Пример 9. Функция 
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 есть возрастающая функция, так как большему значению 
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 соответствует большее значение 
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.

Применим понятие производной для исследования возрастания и убывания функции.

Теорема 1. Если функция 
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, имеющая производную на отрезке 
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, возрастает на этом отрезке, то ее производная на отрезке 
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 не отрицательна, то есть 
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Теорема 2. Если функция 
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 непрерывна на 
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 и дифференцируема в промежутке 
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, то эта функция возрастает на отрезке 
[image: image17.wmf][

]

b

a

,

.

Геометрически: если на 
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 функция 
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 возрастает, то касательная к кривой 
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 в каждой точке на этом отрезке образует с осью 
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 убывает на отрезке 
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, то угол наклона касательной – тупой.

Максимум и минимум функций

Определение максимума. Функция 
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 в точке 
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 имеет максимум, если значение функции 
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 в точке 
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 больше, чем ее значение во всех точках некоторого интервала, содержащего точку 
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. Иначе: функция 
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, если 
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 при любых 
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 (положительных и отрицательных), достаточно малых по абсолютной величине.

Определение минимума. Функция 
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 имеет минимум при 
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 – как положительных, так и отрицательных, достаточно малых по абсолютной величине.

Сформулируем необходимое условие существования экстремума.

Если дифференцируемая функция 
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 имеет в точке 
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 максимум или минимум, то ее производная обращается в нуль в этой точке, то есть 
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. Функция может иметь экстремум (максимум или минимум) лишь в двух случаях: либо в тех точках, где производная существует  и равна нулю, либо в тех точках, где производная не существует или бесконечна. Значения аргумента, при которых производная обращается в нуль, бесконечность или не существует, называются критическими точками.

Не всякая критическая точка является точкой экстремума. Для отыскания экстремумов функции поступают следующим образом: находят все критические точки, а затем, исследуя отдельно каждую критическую точку, выясняют, будет ли в этой точке максимум или минимум функции.

Исследование функций в критических точках опирается на следующие теоремы.

Теорема 3. Достаточные условия существования экстремума. 

Пусть функция 
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 непрерывна в некотором интервале, содержащем критическую точку 
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, и дифференцируема во всех точках этого интервала (кроме, может быть, самой точки 
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). Если при переходе слева направо через эту точку производная меняет знак с плюса на минус, то при 
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 функция имеет максимум. Если же при переходе через точку 
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 слева направо производная меняет знак с минуса на плюс, то функция имеет в этой точке минимум.

Правило исследования на экстремум функции 
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1. Находим область определения функции.

2. Ищем первую производную функции, т. е. 
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3. Находим критические значения аргумента 
[image: image49.wmf]x

:

а) приравниваем первую производную нулю и находим действительные корни уравнения 
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б) находим значения 
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, при которых производная 
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 терпит разрыв.

4. Проверяем, входит ли критическая точка в область определения функции.

5. Исследуем знак производной слева и справа от критической точки.

6. Вычисляем значение функции 
[image: image53.wmf](
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 при каждом критическом значении аргумента.

Исследование на экстремум можно провести с помощью второй производной.

Теорема 4. Пусть функция 
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 определена в некоторой окрестности точки 
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, причем 
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 и выполняется условие: 
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 существует и непрерывна в окрестности точки 
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 имеет в точке 
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 экстремум: если 
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 является точкой минимума функции, если 
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 является точкой максимума функции 
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Пример 10. Исследовать на максимум и минимум функцию 
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Решение. 1. Находим область определения функции: 
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 – определена на всей числовой оси.

2. Находим первую производную функции: 
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3. Находим критические значения аргумента 
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Функция 
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 определена на всей числовой оси, поэтому точки 
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 являются критическими, других критических точек нет, так как 
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4. Исследуем знак производной слева и справа от критических точек. Критические точки делят область определения на интервалы. Проверяем знак 
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 в каждом интервале и изображаем схематически: 

– убывает,


 – возрастает:
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Исследуемая функция имеет одну точку экстремума – точку максимума 
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5. Вычислим значение в точке 
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 функция возрастает, а в интервале 
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 функция убывает.
_1114251140.unknown

_1114252791.unknown

_1114253011.unknown

_1114254883.unknown

_1114254928.unknown

_1135500299.unknown

_1135500445.unknown

_1135500435.unknown

_1114254939.unknown

_1114254914.unknown

_1114253383.unknown

_1114253606.unknown

_1114253635.unknown

_1114253655.unknown

_1114253689.unknown

_1114253627.unknown

_1114253384.unknown

_1114253132.unknown

_1114253382.unknown

_1114253374.unknown

_1114253048.unknown

_1114252874.unknown

_1114252994.unknown

_1114253001.unknown

_1114252883.unknown

_1114252817.unknown

_1114252849.unknown

_1114252802.unknown

_1114251148.unknown

_1114251152.unknown

_1114251155.unknown

_1114251156.unknown

_1114251154.unknown

_1114251150.unknown

_1114251151.unknown

_1114251149.unknown

_1114251144.unknown

_1114251146.unknown

_1114251147.unknown

_1114251145.unknown

_1114251142.unknown

_1114251143.unknown

_1114251141.unknown

_1114251020.unknown

_1114251132.unknown

_1114251136.unknown

_1114251138.unknown

_1114251139.unknown

_1114251137.unknown

_1114251134.unknown

_1114251135.unknown

_1114251133.unknown

_1114251127.unknown

_1114251129.unknown

_1114251131.unknown

_1114251128.unknown

_1114251028.unknown

_1114251126.unknown

_1114251026.unknown

_1114250970.unknown

_1114250984.unknown

_1114250999.unknown

_1114251009.unknown

_1114250993.unknown

_1114250976.unknown

_1114250981.unknown

_1114250972.unknown

_1114250937.unknown

_1114250953.unknown

_1114250963.unknown

_1114250966.unknown

_1114250960.unknown

_1114250956.unknown

_1114250945.unknown

_1114250948.unknown

_1114250941.unknown

_1114250920.unknown

_1114250931.unknown

_1114250934.unknown

_1114250922.unknown

_1114250925.unknown

_1114250905.unknown

_1114250913.unknown

_1114250916.unknown

_1114250909.unknown

_1114250899.unknown

_1114250903.unknown

_1114250895.unknown

_1114250847.unknown

_1114250892.unknown

_1114248726.unknown

