Исследование функции с помощью производной

Выпуклость и вогнутость кривой. Точки перегиба

Определение. Мы говорим, что кривая обращена выпуклостью вверх на интервале 
[image: image1.wmf](
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, рис. 2, если все точки кривой лежат ниже любой ее касательной на этом интервале; кривая обращена выпуклостью вниз на интервале 
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, если все точки кривой лежат выше любой ее касательной на этом интервале.
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Рис. 2


Кривую, обращенную выпуклостью вверх, будем называть выпуклой, а обращенную выпуклостью вниз – вогнутой. 


Направление выпуклости кривой является важной характеристикой ее формы.


Установим признаки, по которым можно было бы судить о направлении выпуклости графика функции 
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 на различных интервалах.


Теорема 5. Если во всех точках интервала 
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 вторая производная функции 
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 отрицательна, то есть 
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 на этом интервале обращена выпуклостью вверх (кривая выпукла).


Теорема 6. Если во всех точках интервала 
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 на этом интервале обращена выпуклостью вниз (кривая вогнута).


Определение. Точка, отделяющая выпуклую часть непрерывной кривой от вогнутой, называется точкой перегиба кривой.


Теорема 7. (Достаточные условия того, что данная точка кривой является точкой перегиба).


Пусть кривая определяется уравнением 
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 не существует и при переходе через значение 
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 производная 
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 меняет знак, то точка перегиба кривой с абсциссой 
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Правило исследования на выпуклость, вогнутость, точку перегиба:

1. Находим область определения функции 
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4. Приравниваем 
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 к нулю и определяем, где она не существует или равна 
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. Находим критические точки второго рода.

5. Проверяем, принадлежат ли эти точки области определения функции, если нет, то их отбрасываем.

6. Проверяем знак 
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 левее и правее критической точки второго рода. Если знаки разные, то это точка перегиба. По знаку 
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 определяем интервалы выпуклости и вогнутости.

Пример 11. Исследовать на выпуклость, вогнутость, точку перегиба функцию 
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Решение. 1. Находим область определения функции: 
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2. 
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3. 
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4. 
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 не может обращаться в ноль, а в точке 
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5. Точка 
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 не принадлежит области определения функции, и поэтому она не может быть точкой перегиба.


Точка 
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 делит область определения функции на два интервала: 
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6. В интервале 
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, следовательно, функция 
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 выпукла вверх; в интервале 
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, следовательно, функция 
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 выпукла вниз (вогнута). Не имея точек перегиба, кривая 
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 меняет направление выпуклости при переходе 
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 через точку разрыва 
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Асимптоты

Очень часто приходится исследовать форму кривой 
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, а значит, и характер изменения соответствующей функции при неограниченном возрастании (по абсолютной величине) абсциссы или ординаты переменной точки кривой или абсциссы и ординаты одновременно. Введем понятие асимптоты кривой.

Определение. Прямая 
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 называется асимптотой кривой, если расстояние 
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 от переменной точки 
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 кривой до этой прямой при удалении точки 
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 в бесконечность стремится к нулю.

Различают асимптоты вертикальные (то есть параллельные оси ординат) и наклонные (то есть не параллельные оси ординат). Для отыскания вертикальных асимптот нужно найти значения 
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, при приближении к которым функция 
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 стремится к бесконечности. Тогда прямая 
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 будет вертикальной асимптотой. Наклонная асимптота имеет вид 
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Пример 12. Найти асимптоты кривой 
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Решение. 1. Прямая 
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 для данной функции является вертикальной асимптотой, так как предел функции равен бесконечности при 
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2. Находим вертикальные асимптоты 
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 – вертикальная асимптота. Других асимптот нет, так как при 
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 и 
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 будут те же самые.


Составим общий план исследования функции и построения графиков. Для построения графиков функций находим:

1. Область определения функции, точки разрыва, вертикальные асимптоты.

2. Четность функции.

3. Точки экстремума и значения функции в этих точках, интервалы монотонности.

4. Области выпуклости и вогнутости, точки перегиба.

5. Наклонные асимптоты.

На основании проведенного исследования строим график функции.

Замечание. Функция 
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 называется четной, если при смене знака 
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 аргумента не изменяется значение функции, то есть 
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 называется нечетной, если при смене знака 
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 аргумента меняется знак функции, то есть 
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. График четной функции симметричен относительно оси ординат, а график нечетной функции симметричен относительно начала координат.

Пример 13. Исследовать функцию 
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 и построить ее график.

Решение. 1. Область определения функции 
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, точек разрыва нет, вертикальных асимптот нет. Область непрерывности совпадает с областью определения функции.

2. 
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 – график симметричен относительно 
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3. Исследуем на экстремум: 
[image: image86.wmf](

)

(

)

(

)

2

2

2

2

2

2

2

1

1

1

2

1

1

x

x

x

x

x

x

x

x

y

+

-

=

+

-

+

=

¢

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

=

¢

.

Находим критические точки: 
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при 
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 – функция убывает,
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 – функция возрастает,

при 
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 – функция убывает.


Находим значение функции в точке 
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 и точке 
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4. Определим области выпуклости, вогнутости и точки перегиба кривой:
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 – кривая выпуклая,

при 
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 – кривая вогнутая,

при 
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 – кривая выпуклая,

при 
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[image: image125.wmf]0
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 – кривая вогнутая.


5. Находим асимптоты кривой: 
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 – асимптота.


Строим график функции:
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Наибольшее и наименьшее значения функции на отрезке

Наибольшее и наименьшее значения функции связаны с понятием экстремума функции.


Определение. Максимумом 
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 (для случая максимума) и 
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 (для случая минимума) при любых значениях 
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, положительных и отрицательных.


Таким образом, в точках максимума (минимума) значение 
[image: image146.wmf](

)

0

x

f

 больше (соответственно меньше) всех соседних значений функции.


В математическом анализе понятия максимума и минимума объединяются одним словом «экстремум».


Сформулируем необходимое условие экстремума.


Если функция 
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 имеет в точке 
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 максимум и минимум, то ее производная обращается в нуль в этой точке, т. е. 
[image: image149.wmf](
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Корни уравнения 
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 называются критическими точками функции 
[image: image151.wmf](
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Для определения экстремума в критических точках используют достаточные условия. Мы сформулируем правила исследования на экстремум функции.

1. Находим область определения функции (ООФ).

2. Находим критические точки. Для этого первую производную приравниваем к нулю (
[image: image152.wmf]0
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y

) или определяем, в каких точках производная равна 
[image: image153.wmf]¥

 или не существует.

3. Проверяем, принадлежат ли критические точки ООФ. Если нет, то их отбрасываем.

4. Проверяем знак 
[image: image154.wmf](
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 левее и правее критических точек. Если знак меняется с плюса на минус, то в точке максимум; с минуса на плюс, то эта точка минимума.

Пример 14. Исследовать на экстремум функцию 
[image: image155.wmf](
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Решение. 1) ООФ – все действительные числа (
[image: image156.wmf]R
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2) Находим критические точки:
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Значит, в точке 
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 данная функция достигает минимума; 
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Сформулируем правила для нахождения наибольшего и наименьшего значения функции 
[image: image182.wmf](
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:

1. Находим ООФ.

2. Проверяем, принадлежат ли 
[image: image184.wmf][
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 ООФ.

3. Находим критические точки.

4. Проверяем, принадлежат ли они 
[image: image185.wmf][
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5. Находим значения функции в критических точках, принадлежащих отрезку 
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, и на концах 
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6. Выбираем наибольшее и наименьшее значения.

Пример 15. Найти наибольшее и наименьшее значения функции 
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Решение. 1) ООФ – все действительные числа;

2) 
[image: image192.wmf][

]

Î

3

 

;

0

 ООФ;

3) Находим критические точки: 
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Ответ: 
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Пример 16. Тело двигалось со скоростью 
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. Найти наибольшую и наименьшую скорость в течение 5 секунд движения.


Решение. Находим производную 
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 и критические точки 
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 имеется только одна критическая точка 
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 имеет максимум, равный 129, который и дает наибольшее значение скорости: 
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[image: image213.wmf]v

 при 
[image: image214.wmf]0

=

t

 и при 
[image: image215.wmf]5

=

t

. Получим соответственно 1 и 116. Следовательно, наименьшее значение скорости 
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 см/с; такую скорость тело имеет в начальный момент 
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