Функции нескольких переменных. Предел функции.
До сих пор рассматривались функции [image: image63.bmp] одной переменной х. В случае зависимости параметров какого-то процесса или явления от многих факторов вводится понятие функции нескольких переменных.

Пусть каждому набору значений n переменных величин [image: image2.wmf])
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 из множества ( , называемых независимыми переменными, по какому-либо закону ставится в соответствие некоторое число z, называемое зависимой переменной. Тогда говорят, что задана функция нескольких переменных [image: image3.wmf])
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Рис. 1
	Функция одной переменной [image: image5.wmf])
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 изображается на плоскости в виде линии. В случае двух переменных область определения ( функции [image: image6.wmf])
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 представляет собой некоторое множество точек на координатной плоскости Оxy и тогда графиком функции является некоторая поверхность (рис. 3).


Приведем примеры функций нескольких переменных.

1. Функция вида [image: image7.wmf]b
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 – постоянные числа, называется линейной или гиперплоскостью [image: image9.wmf])
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2. Функция вида [image: image10.wmf]=
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 – постоянные числа, называется квадратичной формой от переменных [image: image13.wmf]n
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При рассмотрении функций в n-мерном пространстве широко используется геометрический язык, хотя буквальное понимание геометрических терминов возможно только при п = 2 и п = 3.

Далее для наглядности будем рассматривать функции двух переменных ([image: image14.wmf]2
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. Основные понятия математического анализа, введенные для функции одной переменной, переносятся на случай двух переменных. Так, число А называется пределом функции [image: image17.wmf])
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 такое, что для всех точек [image: image21.wmf])
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Окрестностью точки [image: image24.wmf])
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 называется круг, содержащий точку М.

В случае функции двух переменных аргумент может стремиться к предельной точке по различным направлениям на плоскости, поэтому следует говорить о пределах функции в точке вдоль определенных линий.

Функция [image: image25.wmf])
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. Геометрический смысл непрерывности функции при [image: image28.wmf]2
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 очевиден: график функции [image: image29.wmf])
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 сплошную поверхность в некоторой окрестности этой точки.

Пример. Найти экстремум функции двух переменных z = x2 + y2, x ( [(20, 20], y ( [(10, 10].

Решение. 


Необходимое условие экстремума [image: image31.wmf]x
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 = 2у = 0, откуда координаты стационарной точки (хст, уст) = (0, 0). 


Вторые производные А = [image: image33.wmf])
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= 2. Так как AC ( B2 = 4 > 0, то в точке (0, 0) ( локальный минимум. 


Значение функции в точке минимума z (0, 0) = 0.

Непрерывность функции нескольких аргументов.
Определение. Функция  f(x,y) называется непрерывной в точке М0(х0, у0) если соблюдается следующие две условия:

1. в  точке Мо f(x,y) имеет определенное значение L 
2. в точке Мо это функция имеет предел тоже равный L
При нарушении хотя бы одно из этих условий функция называется разрывной в точке  Мо. 

Определение. Функция f(x,y) называется непрерывной в некоторой области если она непрерывна в каждой точке этой области. 

Частные производные.

Определение. Частной производной функции u=f(x,y,z) по аргументу х называется предел отношения  
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z

y

x

f

z

y

x

x

f

D

-

D

+

)

,

,

(

)

,

,

(

 при  
[image: image37.wmf]0

®

D

x

   и обозначается 
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Замечание 4. Аргументы  x,y,z  в процессе отыскания предела считается постоянными полученная частная производная есть функция от  x,y,z . 

Частные производные по аргументам  y и z определяются и обозначаются аналогично, например 
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Замечание 5. Для отыскание частной производной Ux  достаточно найти обыкновенную производную переменной U считая последнюю функцией одного аргумента Х. 

Пример: Найти значения частных производных от функции 
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    в точке   Мо (0,0,1)

Решение: считая и функцией одного аргумента Х, находим что ее производная 
[image: image41.wmf]x
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 =4х-3у-2z. В точке Мо (0,0,1) значение этой производной равна – 2. 

  Запись:                  
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 Частный дифференциал.

Определение: Есть частное приращение 
[image: image43.wmf]u
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  функции u=f(x,y,z) можно разбить на сумму двух членов: 
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    (4)  где  А – не зависит от 
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х, а (  имеет высший порядок относительно 
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х  то первый член А
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х  называется частным дифференциалом функции  f(x,y,z) по аргументу х и  обозначается dx f (x,y,z)  или dx u:

dx u= dx f (x,y,z)= А
[image: image48.wmf]D
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Частный дифференциал – это дифференциал функции f (x,y,z)  взятый в предположении, что величины y1  и z не изменяются (
[image: image49.wmf]D

у=Аz=0). В этом предположении Х есть единственный аргумент и потому вместо 
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х  можно писать dx так что 

dx u= dx f (x,y,z)= А dx
коэффициент А равен частной производной u1x т.е. частный дифференциал функции  равен произведению соответствующий частной производной на приращение аргумента 
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Пример: найти частные дифференциалы функции  u = х2у+у2х

Решение:            
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Частная производная u1x  функции u= f(x,y,z)равна отношению частного дифференциала 
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Полный дифференциал.

Определение: Пусть полное приращение 
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  функции f(x,y,z) можно разбить на сумму двух членов: 
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Где, ни одни из коэффициенты А, В, С не зависит ни от 
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Тогда первый член 
[image: image61.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image62.wmf]z
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 называется полным дифференциалом функции f(x,y,z) и обозначаются df(x,y,z). 
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